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Nombres complexes

1 Introduction

1.1 Lenombre i, 'ensemble C

On admet I'existence d’un nombre, noté i, qui vérifie| i> = —1 | Ce nombre i n’est pas dans R, car tout carré

d’un réel est positif.

Définition 5.1

On appelle (nombre) complexe tout nombre qui s’écrit sous la forme

1
a+ib
1
1
' avecaet b deux réels.

Notation. L'ensemble des nombres complexes est noté C. On utilise en général les lettres z, u et v pour désigner
des nombres complexes.

Ainsi, tout nombre complexe z peut s’écrire z = a+ib aveca,b € R.

Définition-Théoréme 5.2

L'écriture d'un complexe sous la forme a + ib est unique, i.e. :
vzeC J1]@b)eR? z=a+ib

On dit que a + i b est la forme algébrique de z.

Démonstration. Admis. O

1.2 Opérations +, —, x avec les complexes

On admet qu’'on peut définir les opérations algébriques +, —, X pour les nombres complexes : les régles de calcul
sont identiques a celles de R, avec la particularité que des que le calcul fait apparaitre i 2 on peut le remplacer
par —1.

Remarque. Pour “calculer” un nombre complexe, il faut parvenir a I’écrire sous une forme “exploitable” : forme
algébrique ou forme exponentielle (qu’on verra plus loin).

Exemple. Soita,b € R. Calculer:

e at+ib+i—1=... °i"=...
o (a+ib)*=... A
e (at+ib)(a—ib)=... o (—i)=...

1.3 Partie réelle et partie imaginaire

On a vu que pour tout complexe z, les réels a et b qui vérifient z = a + i b sont déterminés de maniére unique.
Cela justifie la définition suivante.
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Nombres complexes

Définition 5.3 l

Soit z € C. Soita,b € R tels que z = a+ ib.

' e Leréel a, noté Rez, est appelé la partie réelle de z.

1

. e Leréel b, noté Imz, est appelé la partie imaginaire de z.
1

En particulier, on a

Re(a+ib)=a et Im(a+ib) =b

et pour tout complexe z,ona:z =Rez+ilmz.

Q Rez et Imz sont des nombres réels (et pas des nombres complexes !)

Méthode |

Pour calculer la partie réelle ou imaginaire d'un complexe, il suffit de le mettre sous forme algébrique !

* Soit z € C. Exprimer Re(z%) et Im(z?) en fonction de Re(z) et de Im(z).

Solution.

Théoreme 5.5 — Identification (de la partie réelle et de la partie imaginaire)

Deux complexes sont égaux si et seulement si ils ont la méme partie réelle et la méme partie imaginaire :

Rez=ReZ
V7,7 €eC z1=7 <= )
Imz=Imz
Dit autrement, pour tous réels a,b,d’,b’, on a:
. / N a = a/
at+ib=dad +ib <— ,
b=">b
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Nombres complexes

#4: Résoudre dans C I'équation z> +2iz = 5.

Solution.

Rez=0

Remarque. Le nombre complexe 0+ 0i est simplement noté 0. Pour tout complexez,onaz=0 <= {I 0
mz=

Notation. On notera C* I'’ensemble des nombres complexes non nuls :

C*=C\{0} = {z€ C| (Rez,Imz) # (0,0)}
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Nombres complexes

Théoréme 5.7 — Linéarité de “Re” et de “Im”

Soit 7,7 € C et A un nombre réel. Alors

Re(z+7') =Rez+ReZ Re(Az) = ARez
Im(z+7) =Imz+Im7 Im(Az) = AImz

Lhypothése A € R du Théoreme 5.7 est indispensable : si A est un complexe non réel, les deux formules de
droite sont fausses.
Im(i xi)=......

Exemple.
iIm(i)=......

1.4 Nombres complexes réels, nombres complexes imaginaires purs

e Les complexes de la forme a + 0i avec a € R correspondent aux nombres réels. De ce fait, R est un
sous-ensemble de C, qui correspond aux complexes de la forme a+ 0i :

R={zeC|Imz=0}

e Tout complexe de la forme 0+ ib avec b € R est appelé un imaginaire pur. Lensemble des imaginaires
purs est noté :
iR:={z€C|Rez=0}

Théoreme 5.8 — Caractérisation des réels et imaginaires purs par Re et Im

Soit z € C.
e 7ER <— Imz=0
e iR < Rez=0«= bR z=ib

Q Si on dit que z est un complexe non réel, cela signifie quez € ... ... , C'est-a-direque.........
NE JAMAIS écrire d’inégalités avec des complexes non réels Siz € R, on peut écrire “z < ...”
ou“z>..."”. Cen'est plusle cas si z ¢ R. Par exemple on ne doit pas écrire 4. >27. De méme, dire qu'un

complexe est positif ou négatif n’a aucun sens.

Remarque. Siun complexe z est un réel positif, on pourrait donc écrire “z > 0”, mais mieux vaut écrire “z € R_"”
+
pour éviter toute ambiguité.

1.5 Sommes de n complexes

n n
Etant donné n nombres complexes z1, - - - ,z,, on notera leur somme Z Zx et leur produit sz. La propriété de
k=1 k=1
linéarité de Re et de Im se généralise par récurrence immédiate a n complexes :

S

n
a |=) Imz
1 k=1
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Nombres complexes

De plus, les formules sommatoires du chapitre précédent se généralisent a des nombres complexes. La démons-
tration de ces résultats est identique au cas réel. Pour tousn € Net z,u,v € C:

n
(u4v)" = Z (Z) k"% (avecla convention 0° = 1)
k=0

n—1
Vne N  u"—V'= (u—v)Zukv”_l_k
k=0

On admet qu’on peut diviser un complexe u par un complexe non nul v, et on notera — leur quotient :
v

1— n+1

n : 1
lheddt. +2=Y¢={ Tz 57
k=0 n+1 siz=1

2 Conjugué, module, division

2.1 Conjugué et interprétation géométrique d'un complexe

Exemple. 2+ 6i =2 —6i 3=3 8i = —8i

On appelle plan complexe le plan usuel avec un repére orthonormé. A tout point M de coordonnées (x,y), on
associe le complexe z = x +iy. On dit que z est I'affixe de M et on note M(z) pour désigner ce point.

Soit M(z) un point du plan complexe.

N'(-2) M(z)

O e B -9

Le point M" d’affixe 7 est le symétrique de M(z) par v Pt E

rapport a I'axe des abscisses. ol .-°~ . :

1 @ :

Le point N d’affixe —z est le symétrique de M(z) par Pl - i
rapport a l'origine. N(—2) M'(z)

Théoréme 5.10 |

Soit z,u,v € C. On a les relations suivantes :

u

etsiv#£0, @:

v=u

<|

)=z utv=u+v

<l |
=
m
N
I
=
Il
il
S

Rez=Rez Imz=—Imz z+z7=2Rez z—z=2iImz
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Nombres complexes

Démonstration. En passant par la forme algébrique de z,u,v ainsi que la définition du conjugué. Toutefois,
I'interprétation géométrique permet de retrouver beaucoup de ces propriétés. Montrons par exemple que
z—7=2ilmz:

c Onaz—z€iR.

Théoréeme 5.11 — Caractérisation des réels et imaginaires purs par le conjugué

Soitz € C.
¢ 7eR «— 7=7%
e 7CiR <— 7=—%

2.2 Module

Définition 5.12 |

Soitz € Ceta,b € R tels que z = a + ib. On appelle module de z, noté |z|, le réel

Remarque. Siz est un nombre réel, le module et la valeur absolue de z coincident (la notation ne crée donc pas

d’ambiguité) :
z=a+0i = |zl =V a>+0?=|q
o 3-2i=... | —=5i|=...
bl M(z)
Si M est un point d’affixe z, alors |z| correspond a la |
distance OM, par le théoréme de Pythagore. 5 i
|z] = Va?+b? i
o !
u a
Théoréeme 5.13 — Propriétés du module
Pour tous z,u,v € C,
1. |Z‘:O<:>Z:O 4. ZZ:|Z’2
2. |z|=z[ = -7 5. |uv| = |ul|v]
3. |Rez| < |z] et|Imz| <
[Rez| <l et [Imz] <[4 6. Siv#0, ‘E‘:%
v
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Nombres complexes

Démonstration. Ces propriétés se démontrent en passant par la forme algébrique. Cependant, I'interprétation
géométrique aide a se souvenir des trois premiéres. Avec le point M(z) :

1. Dire que |z| = O revient a dire que la distance OM est nulle, donc que M et O sont confondus. D’ol1 z = 0.

2. Les points M'(Z) et N(—z) sont obtenus par symétrie : par construction, OM = OM’ = ON, ce qui permet
de retrouver |z| = |7] = | —z|.

3. Enfin, comme |z|> = (Rez)* + (Imz)?, on comprend que (Rez)? < |z|*> donc |Rez| < |z|. Idem pour Imz.

4. Montrons que zZ = |z|%.

Siz€ C\R,ona |z|> # 7% ! Il y a égalité si z € R car le module se confond avec la valeur absolue, mais
on ne peut rien dire si z € C sans plus de précision.

Théoreme 5.14 — Caractérisation des réels et imaginaires purs par le module

Soitz € C.
e zER, < z=|¢
e zeER_ <+ z=—|¢

e 7€ iR < z=i|zlouz=—ilz

Démonstration. En passant par la forme algébrique, mais 1a encore, I'interprétation géométrique est assez
efficace. O

u
2.3 Division de complexes et forme algébrique de —
v

n’a un sens que

. . u _, . s 1 .
On a admis plus haut que la fraction — n’a un sens que si v # 0. En particulier, la fraction
v a

si (a,b) # (0,0).

u
Méthode - Mettre — sous forme algébrique
v

u u
Soit u € C et v € C*. Pour mettre — sous forme algébrique, il faut multiplier — en haut et en bas par le
v v

conjugué du dénominateur, i.e. v, et utiliser le fait que vv = |v]2.

Exemple. Mettre sous forme algébrique :
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2.4 Inégalités triangulaires

Théoréme 5.15 — Inégalités triangulaires (avec des complexes)

Soit u,v € C.
1. Identité remarquable :
ju+v[* = [u? +|v|* +2Re(uv)

2. Premiere inégalité triangulaire :
Ju+v] < ful + |

3. Seconde inégalité triangulaire :

[l = Ivl| < Ju—v

Remarque. Siu,v € R, alors la premiere formule coincide avec 'identité remarquable classique car Re(uv) = uv.

Démonstration. Montrons la premiére assertion.

Montrons la seconde assertion.

La seconde inégalité se démontre a partir de la premiere, comme avec la valeur absolue (cf Chapitre 2). O

Etant donné deux points A et B du plan d’affixe z4 et z3, on définit I'affixe du Vecteurlﬁ par le complexe zg — z4.

En particulier, le vecteurzﬁ a pour norme |zz — z4|, ce qui correspond aussi a la distance AB.

Soit C un troisiéme point. On note z I'affixe de @ et
I'affixe de f% . Dans ce cas, 7+ 7’ est I'affixe du vecteur
AC. En particulier, |z + 7| représente la distance AC.

Linégalité triangulaire |z + 7’| < |z| +|7/| signifie que la U
distance AC est inférieure a la distance AB + BC, peu e}
importe ol se trouve le point B.
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Nombres complexes

2.5 Cas d’égalité dans I'inégalité triangulaire

Interprétation géométrique de Az. Soitz € C et M le
point d’affixe z. Pour tout A € R, on note M) le point
d’affixe Az. Le point M), est 'unique point tel que

e —
OM, = AOM

Autrement dit, on obtient M, en appliquant au point
M I'’homothétie de centre O et de rapport A.

Définition 5.16 l

Soit u et v deux complexes. u et v sont dits positivement liés si 'une des conditions suivantes est vérifiée :

e u=0ouv=0

o Ilexiste A € R’ telqueu = Av

Onnoteraque: JAER] u=Av <= 3N eR, v=2u
On aurait donc pu remplacer la deuxieme assertion de la définition par “Il existe A" € R, tel que v =A'u.

Remarque. Sion note M, (resp. M, ) le point d’affixe u (resp. v), alors u et v sont positivement liés si et seulement
siles vecteurs OM,, et OM,, sont colinéaires et de méme sens.

Théoreme 5.17 — Cas d’égalité dans I'inégalité triangulaire

Soitu,v € C.Ona |u+v| = |u| +|v| si et seulement si u et v sont positivement liés.

On peut s’en convaincre avec des affixes. Soit A, B, C trois points du plan de sorte que@ est le vecteur d’affixe u,
BC le vecteur d’affixe v. Dans ce cas E est le vecteur d’affixe u + v. Or, on constate géométriquement que :

|AC|| = | AB| +||BC|

B appartient au segment [AC}

v = [ul + |

Iﬁ et R‘ sont colinéaires et de méme sens

— 7 o N
OM,, et OM, sont colinéaires et de méme sens

rrvet

u et v sont positivement liés

3 Laforme exponentielle (ou trigonométrique)

3.1 Lanotation ¢

Définition 5.18 — Notation exponentielle

Soit 6 € R. On introduit la notation

e'® =cosO+isinb
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Théoreme 5.19 |

Soit @ € R.Ona |¢'?] = 1.
O

Démonstration.
Notation. On note U l'ensemble des complexes de module 1. On’appelle cercle unité ou cercle trigonométrique.

U={zeR||=1}

Onadonc:
M = (cosf,sinf)

Soit O € R. Le point M d’affixe ¢'® correspond au point
sin 6

de U de coordonnées (cos 0,sin ).
O

—
La valeur 6 correspond a I'angle orienté que fait OM

avec l’axe des abscisse.

Réciproquement, tout point de U peut se représenter
19 avec § € R. On peut méme

par un affixe de la forme e
prendre 6 € [O,Zn’[ou@ 6] —717,7r].

Théoréme 5.20 — Caractérisationsdez ¢ U
i0

Soitz € C. .
€U <= |gf=1+= 30cR z=¢% « 30 [0,2n] z=e

Pour se rappeler les valeurs particuliéres de ¢/?, on peut tracer un cercle unité :

Exemple.
ot = .

0

3.2 Propriétés de la fonction 6 — ¢’
Théoréeme 5.21 — Propriétés de '’exponentielle complexe

Soit 8,0' € R.
1. 6% =¢® «— 0=6'[21] etenparticulier %=1 <= 6=0 [27]

. ’ ‘0 :pl
et(9+0) :eteetﬂ

2. Relation fondamentale :
3. —=e¢ et elf=¢'
elG

i0
i(6-6") _ €
4. e = 0
. n .
Formule de Moivre : pourtous 0 € Retn e Z: (e’e) =¢n?

11/30
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Démonstration. On admet la premiére et la derniere assertion. O

3.3 Laforme exponentielle

Définition 5.22 — Forme exponentielle

Soit z un complexe non nul. On dit que z admet une forme exponentielle (ou trigonométrique) s’il existe .
r>0et0 R tels que E
:
1

z=r(cos@ +isin@) = re'®

Théoreme 5.23 |

® avec r > 0 et

Tout complexe non nul z admet une forme exponentielle, et peut donc s'écrire z = re’
0 eR.

Deplus, r=]z|.

Démonstration.

O
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Siz =0, alors z n'admet pas de forme exponentielle par convention. Ceci permet de garantir que r = |z|
est bien strictement positif.

Exemple. Mettre sous forme exponentielle les complexes z =2i etu = —ietv = —3.

Remarque. Etant donné un complexe non nul z, lorsqu’on écrit z = re'?, la valeur de r est unique et vaut |z|,
mais la valeur de 0, elle, n’est pas unique. De ce fait, contrairement a la forme algébrique, il n’y a pas unicité de
la forme exponentielle. Plus précisément, on a la pseudo-identification suivante :

Théoreme 5.24 — Pseudo-identification de la forme exponentielle

Soitr,”’ >0etH,0 € R.
/
. 9 r=r
reze _ r/eze’ /
6=06 [2%]
Démonstration. On sait que ¢'® = ¢ — =0 [27]. De ce fait, le sens réciproque est évident. Pour le sens
. Y
direct, on suppose que re' 9 — /e'? Alors en passant au module, on trouve r = . Aprés division par r, on en
: t

déduit ¢’® = ¢'?, donc 6 = 6’ [271]. O

Théoreme 5.25 — Calculs en forme exponentielle

Soitz,7 € C*.Soitr,¥ > 0et 6,0 € Rtels quez = re'® et7 = '¢'® . Ona:

l, 77 =... (forme exponentielle de z7)
1 . 1

2, —=... (forme exponentielle de —)
Z b4
b4 . b4

3. —=... (forme exponentielle de —)
b4 Z

4. Pourtoutn € Z,7" = ... (forme exponentielle de 7")

3.4 Argument et interprétation géométrique de re’ 0

Etant donné un complexe non nul z, on a vu qu’il existe plusieurs valeurs de 6 telles que z = re’ o par exemple :

7= -3=36F =317 =337 = .

G. Peltier 13/30
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Comme vu plus haut, deux de ces valeurs ne difféerent que d'un multiple de 27. Cela motive la définition suivante :

Définition 5.26 — Argument

Soitz € C* et r = |z|. Tout réel 0 tel que z = re'® est appelé UN argument de z.

On note argz un argument quelconque de z. Ce nombre n’est défini qu’a un multiple de 27 pres.
Cependant, il existe un unique argument de z dans } -7, n] . On l'appelle 'argument principal de z.

Comme argz n'est défini qu'a 27 pres, on évitera d’écrire “argz =", et on écrira toujours “argz = ... [27]”. Parla
définition, on a donc: _

arg(re'®) = 0 [27]
Exemple. arg(—3) = arg (36”7:) =n[2x] et arg(l)......

e On ne peut écrire “arg(z)” que si z est un complexe non nul.

Soit A un point du plan d’affixe z 7 0. On cherche r et 6 A
tels que z = re'®.

Comme r = |z|, le réel r représente la distance OA, qui 2|
est toujours strictement positive (car z # 0).

Ensuite, on peut prendre pour 6 I'angle orienté que
fait OA avec I'axe des abscisses. C’est UN argument qui
convient. o|A? w0

Exemple. Placer le point complexe z = 1 — i sur le plan complexe et en déduire sa forme exponentielle.

3.5 Laforme fait la force — Passer d’'une forme a’autre

On connait maintenant deux formes pour un nombre complexe : a 4 ib avec a,b € R, valide pour tout complexe
de C, et re'® avec r > 0 et 8 € R, qui est valide pour tout complexe de C*. Comment passer d’une forme a
Pautre ?

Remarque. Il est tres facile de passer de la forme exponentielle a la forme algébrique :

¢}

z=re'® =rcos@+irsin@
——" N——"
a b
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Méthode - Passer de la forme algébrique a la forme exponentielle

Soit z = a+ib € C* un complexe non nul sous forme algébrique dont on cherche la forme exponentielle.
1. On calcule le module : |z| = v/ a* + b2.
a b
z=|z| < +i >
ol el

2. On factorise par |z| :
a b .
— =cos0 et — =sin6.

2l 2l

3. On en déduit que z = |z|ei9, qui est la forme exponentielle recherchée.

puis on cherche 6 € R tel que

Exemple. Mettre sous forme exponentielle le complexe z= V3—i

Remarque. Entre les formes algébrique et exponentielle, quelle forme est la plus adaptée ? Cela dépend de la
situation :

o La forme algébrique est trés pratique pour calculer des sommes, notamment grace a la linéarité de “Re”
et de “Im”. Elle est moins pratique pour les produits, et est trés inadéquate pour des puissances élevées :
calculer directement (a +ib)'? est une mauvaise idée.

e Laforme exponentielle est parfaite pour calculer des produits et des puissances, notamment grace au
. Y
5.25. Cependant, elle est peu adaptée au calcul de sommes : calculer directement re' 9 4% esten général
une mauvaise idée.

#4:  Donner la forme algébrique de (1 —i)'°.

Solution.

4 Application des complexes a la trigonométrie

4.1 Linéarisation

Théoreme 5.28 — Formules d’Euler |

Pour tout @ € R: " 0 0 0
e’ et ) e’ —et
cosO = — sinf = ——

G. Peltier 15/30
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La linéarisation conssite a transformer cos” 6 ou sin” 8 en somme de termes de la forme cos(k6) et/ou sin(k6)
avec k un entier. Cela permet ensuite de calculer facilement des intégrales, dérivées, sommes, etc. car toutes ces
opérations sont... linéaires !

Méthode - Linéarisation

Soitn € N et 6 € R. Pour linéariser, par exemple, cos” 0 :

i 1 o0\
1. Par les formules d’Euler, on exprime cos” 6 = <2> , idem si c’est sin” 6.
2. On développe avec la formule du bin6me de Newton.

3. On regroupe les exponentielles conjuguées (¢’ k6 avec e~'k9), en appliquant Euler dans l'autre sens.

2
** Calculer / sin*(0)d6.
0

Solution.
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4.2 Dé-linéarisation

Méthode — Transformer cos(n6) ou sin(n6) en somme de cos® 6 et/ou sin* 6

Soitn € Net 6 € R. Pour délinéariser, par exemple, sin(n6) :
1. On utilise la formule de Moivre : sin(nf) = Im (e”’e) =1Im((cos +isin6)").

On développe (cos 8 +isin6)" avec la formule du binome de Newton.

On ne garde que la partie imaginaire pour avoir sin(n0).

- W N

On transforme éventuellement les sin et cos avec cos> 6 +sin’ 6 = 1.

*#* Pour tout 8 € R, exprimer cos(46) comme un polynéme en cos 6. En déduire une expression
des 4 racines du polynome P(x) = 8x* — 8x? + 1 en utilisant la fonction cosinus.

Solution.

4.3 Méthode deI'angle moitié et nouvelles formules de trigonométrie

Pour calculer une somme du type re'® + r'¢”, il est conseillé de passer par la forme algébrique. Toutefois, pour

mettre sous forme exponentielle une expression du type e“+e'’ on peut utiliser la méthode de ’angle moitié :
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Méthode - Angle moitié

. . i atb . -
a cels. e e, X e
Soit a et b deux réels. Pour calculer ¢ + ¢, on factorise cette expression par e’ 2 puis on utilise une
formule d’Euler.

ix —2ix

T
5.31 )#* Onposex= —.Mettre ————5- sous forme exponentielle.
9 e ix _ pi2x

Solution.

Théoréeme 5.32 — Formules cosa +cosb et sina +sinb

Soita,b € R.On a

a—b a+b . . a—b\ . (a+b
cosa+cosb=2cos| —— ] cos sina +sinb = 2cos sin
2 2 2 2

. fa—b\ . [a+b . . . (a—Db at+b
cosa—cosb-—Zsm(T) sm( > ) sma—smb-Zsm( 7 )cos( 7 )

Remarque. Plutdt que d’apprendre ces formules, il vaut mieux apprendre comment les retrouver. Leur usage est
suffisamment marginal pour que cela suffise :

18/30 G. Peltier
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Démonstration. On ne montre que les formules cosa + cosb et sina+sinb:

Pour les formules cosa — cos b et sina — sinb, il faut partir de e/ — ¢'® et suivre le méme cheminement. Attention,
c’est un peu plus subtil ! A faire en exercice. O

5 Résolution d’équations dans C

5.1 Racine carrée d’'un nombre complexe

w»
@]
=
e
m
Q
o
=]
(o}
=
Q
c
(¢’]
IS
m
(@)
@
a
c
=}
(¢°]
—
N
<,
B
(¢
o
o
=
—
o
(¢°]
(o8
(¢’]
e
a.
I
)
I
e

Théoréme 5.34 |

Tout complexe @ # 0 admet exactement deux racines carrées. Si z est une racine carrée, 'autre est —z.
Si w = 0, alors 'unique racine carrée de @ est 0.

Exemple. e Lesracines carrées de —1 sonti et —i.

e Plus généralement, sia € R*, les racines complexes de a sonti+/|a| et —i+/|a|.

e Les racines carrées (au sens complexe) de 4 sont 2 et —2 : attention, on a toujours v/4 = 2 : par convention,
la valeur de v/x avec x € R, correspond a la racine carrée qui est positive.

c Siw € Cetw ¢ Ry, onne PEUT PAS écrire “y/@”". Cela n'est possible QUE SI ® € R ;. On ne DOIT PAS

écrire “v/—1" ou “ \/i".

G. Peltier 19/30



Nombres complexes

Méthode - Calcul d’'une racine carrée

Etant donné @ € C*, on cherche z € C tel que 7> = ®.

e Sous forme exponentielle : si ® = re'®, alors les racines sont simplement
;0 ;0 (0
Vre'? et —\re'? = \/?e’(ﬁ”)

e Sous forme algébrique : si w est sous forme algébrique, on pose z = a+ib avec a,b € R. Puis,
comme 7> = ®, on peut écrire

j2* = |o] @’ +b” =|o|
Re(z”) =Rew donc @ —b*=Rew
Im(z?) = Imw 2ab=Imo

Les deux premieres lignes déterminent les valeurs a” et b°. Ainsi, a et b sont déterminés au signe
pres : il y a donc 4 valeurs possibles pour le couple (a,b). Ensuite, la derniére ligne 2ab = Im @
donne le signe de ab. Cela ne laisse que deux valeurs possibles pour (a,b). Si (ag, bo) est une de ces
deux valeurs, 'autre est (—ap, —bo). Les racines carrées de ® sont alors :

ap+ibg et —ap—ibg

Lorsque c’est possible, il vaut mieux toujours passer par la forme exponentielle pour trouver les racines carrées.

#4: Déterminer les racines carrées dans C de u = 3¢'5 et de v = 8 — 6i.

Solution.
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5.2 Equations du second degré a coefficients complexes

Théoréme 5.36

Soit a € C* et b,c € C. On cherche les racines du polyndéme P(z) := az® + bz 4 c. On introduit le
discriminant du trindme P qui est un nombre complexe :

A=b*—4ac €C

e Si A #0, alors A admet deux racines carrées qu’'on notera d et —d. Dans ce cas les racines de P

sont:
b5

_ —b+6
= 2a

et 2= 2a

et on peut écrire :
P(z) =a(z—z1)(z—22)

b
e Si A =0, alors P admet une unique racine (double) : zo = — 2 Dans ce cas, on a
a

P(z) = a(z—2)?

Remarque (Cas particuliers pour les racines de A).

e SiA € R, alors on peut prendre § = V/A, 'autre racine étant —§ = —v/A : comme dans le cas réel, on a
bien deux racines (qui peuvent encore étre complexes si a et b sont complexes)

e SiA € R”,alors on peut prendre § =i/ |A|, 'autre racine étant —8 = —i/|A| : il y ala encore deux racines
distinctes (mais pas nécessairement conjuguées).

Attention, si A ¢ R, alors il ne faut surtout pas écrire “A > ...” ou “A < ...”, pas plus que “VVA” si A ¢R,.

5 5
537 )% Résoudrez2+(2+i)z—1—|—§i:0.

Solution.
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Théoreme 5.38 — Factorisation et racine

Soit P un polynome a coefficients complexes de degré n > 1. Si P admet a pour racine, cad si P(a) =0,
alors il existe un polynéme Q de degré n — 1 tel que

P(z) = (z—a)Q(z)

Pour trouver Q, on peut procéder par identification comme pour un polyndéme réel. C’est notamment utile
lorsqu’on veut factoriser un polyndéme apres avoir trouvé une racine évidente.

Exemple. Le polynéme z° + (i — 1)z° + (2 — i) — 2 admet 1 comme racine évidente. Ainsi
PHE-DZH2=i)=2=(zZ=D(eeererrnn.. )

et si on veut trouver les autres racines, on peut calculer le discriminant du trinéme ci-dessus.

5.3 Relations coefficients racines

Théoréme 5.39 — Somme et produit des racines

Soita € C* etb,c € C.

1. On note z; et zp les deux racines de az> +bz+c= 0, éventuellement confondues si A = 0. Alors :
b c
21+t =—— et zijzp=-.
a a
2. Réciproquement, pour tous complexes S, P € C, les solutions du systeme
2+22="S
22="P

sont exactement les solutions de 'équation z> — Sz + P = 0.

u+v=i

*ﬁ Résoudre {

uy =2

Solution.

22/30 G. Peltier



Nombres complexes

5.4 Racines n-iéme de I'unité

Définition 5.41

w
o
=
S
m
Z
L *
c
=
(@)
o
=
=
@
%
(¢
A\l
<
(¢S
=.
=
o
=
~+
A\l
S
I
—
@
»
—+
o
o
o
o,
[N
—
o
@
=
(¢}
S
.
o
=
(¢}
o
(¢}
:~.
=
=
]

Notation. Onnote U, ={z€C|z"=1} I'ensemble des racines n-iemes de 'unité.

Exemple. e 1 est toujours une racine n-ieme de I'unité quel que soit n.

e i*=1donci est une racine 4-ieme de I'unité.

e i%=i%"*=1donci estaussiune racine 8-ieme de l'unité.

Remarque. Siz" = 1, alors |z|" = 1, donc |z] = 1. Ainsi, z € U. Autrement dit, on a toujours U, C U.

Théoreme 5.42 — Détermination de U,

Soit n € N*. Alors il y a exactement n racines n-ieémes de I'unité, ou encore n éléments dans U, :

.o LA - 61 . 2(n—1)1
2 4z ; 2An—)m
U,,:{l, e, éen, en, ..., e }

={z€C‘EIke[[O,n—1]] 1=}

Démonstration.



Les racines n-iemes de I'unité se répartissent de maniére équidistantes sur le cercle unité, chacune étant écartée

, 2n . fd
d'un angle — avec la suivante et la précédente :
n

5.5 Racines n-iéme d'un complexe @

Définition 5.43

Avec @ = 1, on retrouve les racines n-iémes de I'unité (qui ne sont donc rien d’autre que les racines n-ieémes du

nombre complexe 1).

Théoreme 5.44 — Calcul d’'une racine n-iéme

0 € R, les racines n-iémes de w sont :

Si w = 0, alors 'unique racine n-ieme de w est 0.

Soit n € N*. Tout complexe @ # 0 admet exactement n racines carrées : en posant @ = re’

i2(n7|)7t

0

avecr € R’ et

1 -6
1l suffit donc de prendre une racine n-ieme de o, typiquement r=¢' », et de multiplier cette racine par toutes les

racines n-iemes de I'unité pour avoir toutes les racines n-iemes de m.

#*4r Résoudre 7° = 2i.

Solution.
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6 Exponentielle complexe

Définition 5.46 [

Soit z € C. Le complexe exponentielle de z, noté ¢° ou exp(z) est défini par

2 — eRezez Imz

On remarquera qu’ainsi défini, ¢* se trouve sous la forme exponentielle :

On adonc |¢°| = r = eR®?

z eRez é Imz

~
r>0 eif

Théoreme 5.47 — Propriétés de I'exponentielle complexe

etarg(e’) =Imz [27:] . I suffit de garder cela en téte pour s’en sortir dans les exercices.

Pour tous z,u,v € C,

1. &e€C*
2. z — ¢t = eReze—zImz
3. e *= l
eZ
u
_ e
4, &MV = ¢le” et &V =—
eV

#*4r Résoudre & = /3 +i dans C.

Solution.

G. Peltier
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7 Géométrie — alignement, orthogonalité de vecteurs

Dans cette section, pour simplifier le propos, on confond un complexe z avec le point d’affixe M(z). On pourra
donc dire “le point z” au lieu du point M(z).

7.1 Cercle et disque du plan complexe

Définition 5.49 — Cercle et disque

Cla,r)={z€C||z—a|=r} D(a,r)={z€C||z—a|<r}

Cet ensemble correspond au cercle de centre A et Cet ensemble correspond au disque de centre A et
de rayon r. de rayon r.

La valeur |z — a| représente la distance entre z et a. C(a,r) est donc 'ensemble des complexes z situés a une
distance r de a : c’est bien le cercle de centre a et de rayon r.

Exemple. U correspond au cercle C(0, 1).

7.2 Propriétés de 'argument

Théoréeme 5.50 — Calculs avec arg

Soit u,v € C*. Alors
e argii = —argu [27]| . argE = argu —argy [27]
v

e arg(uv) = argu +argv [27] e arg(u") = nargu [27] pour toutn € Z.

Démonstration. Tlexister,r”’ > 0et 0,0’ € R tels que u = re'® etv = r'¢'? . Pour montrer ces formules, il suffit

_ u .
de mettre u, uv, — et u" sous forme exponentielle pour calculer des arguments. Montrons par exemple que
v

arg(uv) = argu-+argv [27].

, arg(e'%z) = 0 +arg(z) 27
Remarque. Etantdonnéz € C* et 6 € R, onadonc {| ige( | >| | g(2) [27]
e’z =1z
Ainsi :
e Le complexe ¢'%z s’obtient par une rotation d’angle 0 a partir de z.
in
s

e Le complexe —z = ze'" s'obtient par une rotation d’angle 7 a partir de z.

. iz, . , T .
e Le complexe iz = z¢' 7 gobtient par une rotation d’angle ) a partir de z.

2

Exemple. Avec z =i, on obtient que iz = i“ = —1 correspond bien a une rotation d’angle 5 a partir de i.
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Théoreme 5.51 — Caractérisation des réels et imaginaires purs par 'argument

Soitz € C*.
e argz=0[27] < z€R} e argz=0[n] < zeR
o argz=7 [27] < z€ R’ oargzzg[n]@zei]R*

7.3 Alignement de vecteurs

On considere trois points distincts A, B et C du plan complexe, d’affixe respectives z4, zp et z¢ (distinctes). On
peut utiliser les nombres complexes pour mesurer ’angle orienté (AB,AC).

Tout d’abord, on définit les points M(zg —z4) et N(z¢c — z4)-
On constate alors que

(AB,AC) = (OM,ON)

Maintenant, si on note % le vecteur (1,0), une simple relation
de Chasles fournit :

(OM,0N) = (i ,ON) — (@ ,0M)

= arg(zc —z4) —arg(zp —za) [27]
Si bien que

(ﬁ,ﬁ) = arg(zc—za) —arg(zg—z4) = arg<ZC_ZA> [27]

B —<XA

Théoreme 5.52 |

Soit A, B et C trois points du plan d’affixes respectives z4, zp, et z¢, avec z4 # zg et z4 # zc.On a:

(AB,AC) = arg (ZC - ZA) [27]

ZB — XA

Corollaire 5.53

Avec les mémes hypothéses que le Théoreme ci-dessus,

A, B,C sont alignés < (ﬁ,@) = arg (EC_§A> =0 [7]
B —ZA

C — X,
C 4R

iB— <A

AB et AC sont orthogonaux <= (ﬁ,A_C)) = arg (ic _EA) = g (7]
B —ZA
= LT iR
iB — <A
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Dans un exercice de géométrie complexe, un calcul d’'un quotient est souvent le coeur du probléme.

#*#* SoitA,B,C des points d’affixes respectives z4 = 2i, zg = —1 +i et zc = 2 — 2i. Donner la nature
du triangle ABC.

Solution.

28/30 G. Peltier



Nombres complexes

G. Peltier 29/30



Nombres complexes

8 Méthodes pour les exercices

Méthode |

Soitz € C.

Pour montrer que z est réel, on peut :
e Montrer que Imz = 0.
e Montrer que z =72.

e Siz# 0, montrer que arg(z) = 0 7]

Pour montrer que z est imaginaire pur, on peut :
e Montrer que Rez = 0.

e Montrer que 7 = —Z.

e Siz # 0, montrer que arg(z) =

]

SRS

Méthode |

La forme algébrique est utile pour calculer :
e (++) des sommes / différences
e (0k) des produits / quotients
o (bof) des puissances / racines carrées

e (—-) des puissances / racines n-iemes

La forme exponentielle est utile pour calculer :
e (bof) des sommes / différences
- (ok) avec I'angle moitié
e (++) des produits / quotients

e (++) des puissances / racines n-iemes
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